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TÓM TẮT  

Bài báo tập trung nghiên cứu lý thuyết về đặc điểm phổ và phân bố góc của bức xạ 

tia X tham số (PXR) phát sinh khi các hạt tích điện chuyển động cực nhanh qua tinh 

thể mỏng. Dựa trên lý thuyết nhiễu xạ động học, chúng tôi thiết lập các biểu thức 

giải tích cho cường độ bức xạ và mật độ photon. Kết quả cho thấy trong tinh thể 

mỏng, cường độ PXR tỷ lệ thuận với bình phương độ dày tinh thể (𝐿2) và có sự tương 

đồng sâu sắc với bức xạ Vavilov-Cherenkov. Đặc biệt, phân bố góc của PXR bộc lộ 

một cực tiểu tại tâm vết nhiễu xạ, với các cực đại phân bố theo dạng hình elip. Bằng 

cách so sánh định lượng với các nguồn tia X truyền thống (như ống RU-1500), bài 

báo chỉ ra rằng cường độ PXR cao hơn khoảng 4 bậc độ lớn (104 lần). Ưu thế vượt 

trội này giúp rút ngắn đáng kể thời gian ghi nhận, mở ra triển vọng ứng dụng trong 

phân tích cấu trúc tinh thể và nghiên cứu động lực học cấu trúc vật liệu.  

Từ khóa: Bức xạ tia X tham số, tinh thể mỏng, lý thuyết nhiễu xạ động học, phân bố 

góc, photon ảo, nhiễu xạ Bragg. 

 

1. MỞ ĐẦU 

Phát triển nguồn tia X đơn sắc, độ chói cao và điều khiển được bước sóng là 

nhiệm vụ then chốt trong tinh thể học, sinh học phân tử và khoa học vật liệu (Pellegrini, 

2012). Bên cạnh bức xạ hãm hay synchrotron, tương tác giữa chùm hạt năng lượng cao 

và tinh thể tuần hoàn mở ra hướng chế tạo các nguồn tia X nhỏ gọn (Qingwei et al., 

2025), trong đó nổi bật là Bức xạ tia X tham số (PXR). PXR, được dự báo bởi Baryshevsky 

và Feranchuk (Baryshevsky & Feranchuk, 1983), thực chất là sự nhiễu xạ Bragg của các 

photon ảo trên lưới tinh thể (Nitta, 1991). PXR ưu việt nhờ tính đơn sắc cao, mật độ phổ 

lớn và góc phát xạ rộng, giúp dễ dàng tách biệt tín hiệu khỏi nền nhiễu (Caticha, 1989). 
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Về mặt lý thuyết, nghiên cứu PXR gồm hai hướng chính: lý thuyết động học áp 

dụng cho tinh thể mỏng hoặc không hoàn hảo (Feranchuk & Ivashin, 1985) và lý thuyết 

động lực học (dựa trên phương trình Takagi-Taupin) áp dụng cho cho tinh thể dày, hoàn 

hảo (Takagi, 1969; Feranchuk et al., 2000). Thực nghiệm tại Tomsk năm 1985 đã xác nhận 

tiềm năng ứng dụng to lớn của hiện tượng này (Adishchev, 1985).  

Hiện nay, sử dụng tinh thể mỏng đang trở thành xu hướng tất yếu trong các ứng 

dụng thực tiễn. Tuy nhiên, việc phân tích phổ năng lượng trong giới hạn tinh thể mỏng 

vẫn rất cấp thiết do sự giao thoa phức tạp giữa độ dài tương tác và độ dài hình thành 

bức xạ (Alexander, 2001). Đặc biệt, các hiệu ứng giao thoa với bức xạ chuyển tiếp nhiễu 

xạ (Chesnokov et al., 2014) cùng sự phụ thuộc của cường độ vào 𝐿2 cần được làm rõ để 

tối ưu hóa hiệu suất nguồn tia X. 

Trong bài báo này, chúng tôi thiết lập mô hình toán học và phân tích phổ PXR từ 

tinh thể mỏng bằng phương pháp photon ảo (Ахиезер & Берестецкий, 1969). Nghiên 

cứu tập trung khảo sát ảnh hưởng của độ dày, năng lượng electron và điều kiện hình 

học, đồng thời so sánh định lượng hiệu suất với các nguồn truyền thống như máy RU-

1500 (Rigaku Technology, 2026). Kết quả nghiên cứu góp phần làm rõ bản chất các hiệu 

ứng động lực học và cung cấp cơ sở lý thuyết cho các thiết kế thực nghiệm tương lai. 

Nội dung bài báo gồm: Phần 2 trình bày cơ sở lý thuyết và phương trình trường 

bức xạ; Phần 3 phân tích phổ, phân bố góc và so sánh định lượng với ống tia X truyền 

thống; cuối cùng là các kết luận và triển vọng ứng dụng. 

 

2. TƯƠNG TÁC ĐIỆN TỪ CỦA MỘT HẠT MANG ĐIỆN VỚI MỘT TINH THỂ 

Cấu trúc tuần hoàn của tinh thể ảnh hưởng đến tương tác điện từ qua hai cơ chế: 

(i) sự biến dạng quỹ đạo hạt gây giao thoa sóng và (ii) sự tán xạ kết hợp trường điện từ 

của hạt trên mạng tinh thể (Hình 1). Cơ chế đầu tiên tạo ra bức xạ hãm kết hợp (Ter-

Mikaelian & Mikhail, 1969). Cơ chế thứ hai, phát sinh từ sự biến thiên tuần hoàn độ thẩm 

thấu điện môi, tồn tại ngay cả khi hạt chuyển động đều, tương tự bức xạ chuyển tiếp 

hoặc Cherenkov (Yuval et al., 2023; Zhaoyun et al., 2017; Xiao et al., 2021; Xiaoqiuyan et 

al., 2025). Trong môi trường tuần hoàn một chiều, hiện tượng này gọi là bức xạ tham số 

Vavilov-Cherenkov (Franca & Buhmann, 2024). Ter-Mikaelian (Ter-Mikaelian & 

Mikhail, 1969) từng sử dụng lý thuyết nhiễu loạn để xác định cường độ vi phân của loại 

bức xạ này trong tinh thể mỏng. Tại đây, chúng tôi phân tích chi tiết PXR nhằm làm rõ 

cơ chế phát sinh cùng ảnh hưởng của điều kiện thực nghiệm và tính không lý tưởng của 

tinh thể đối với phổ bức xạ. 

https://rigaku.com/about/technology-timeline
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a) 
 

b) 

Hình 1. Hai cơ chế chính gây phát xạ của điện tích trong tinh thể:  

a) Bức xạ hãm kết hợp; b) Bức xạ tham số Vavilov-Cherenkov 

Việc giải thích bản chất vật lý của các cơ chế bức xạ khác nhau từ một hạt mang 

điện tương đối tính trong tinh thể trở nên trực quan hơn khi sử dụng khái niệm photon 

ảo đây là một khái niệm mà chúng tôi sẽ thường xuyên đề cập đến trong các phần tiếp 

theo. Liên quan đến vấn đề này, hãy cùng nhắc lại một số kết quả dẫn đến sự hình thành 

khái niệm photon ảo (Ахиезер & Берестецкий, 1969). Để thực hiện điều đó, chúng ta 

xem xét phép khai triển tích phân Fourier của trường điện từ tạo bởi một hạt mang điện 

𝑒, chuyển động đều với vận tốc 𝑣⃗ (Landau & Lifshitz, 1984) (lưu ý rằng từ đây về sau, 

nếu không có chỉ dẫn gì thêm, chúng ta sẽ sử dụng hệ đơn vị trong đó (ℏ = 𝑐 = 1): 

 

Ɛ⃗⃗(𝑟,𝑡)=
𝑖𝑒

2𝜋2 ∫ 𝑑𝑘⃗⃗
𝑣⃗⃗⃗(𝑘⃗⃗⃗𝑣⃗⃗⃗)−𝑘⃗⃗⃗

𝑘⊥
2 +𝑘𝑧

2(1−𝑣2)
𝑒𝑖(𝑘⃗⃗⃗𝑟⃗⃗⃗−𝑘𝑧𝑣𝑡) ;

𝐻⃗⃗⃗(𝑟,𝑡)=
𝑖𝑒

2𝜋2 ∫ 𝑑𝑘⃗⃗
[𝑘⃗⃗⃗𝑣⃗⃗⃗]

𝑘⊥
2 +𝑘𝑧

2(1−𝑣2)
𝑒𝑖(𝑘⃗⃗⃗𝑟⃗⃗⃗−𝑘𝑧𝑣𝑡),

  (2.1) 

trong đó trục 𝑧 trong các tích phân (2.1) hướng dọc theo vector vận tốc 𝑣⃗. 

Đối với một hạt siêu tương đối tính có năng lượng 𝐸 lớn hơn nhiều so với khối 

lượng nghỉ 𝑚, bất đẳng thức sau đây được thỏa mãn: 

 1 − 𝑣2 =
𝑚2

𝐸2 ≪ 1  (2.2) 

Trong điều kiện này, các thành phần Fourier trong phép khai triển (2.1) đạt cực 

đại nhọn trong khoảng xung lượng ngang: 

 𝑘⊥ = 𝑘 sin 𝜃 ≲
𝑚

𝐸
𝑘  (2.3) 

hệ quả là sự phụ thuộc vào thời gian của các hàm mũ trong khoảng tích phân trọng yếu 

trở nên gần như tương đồng với trường điện từ tự do, và biên độ đứng trước hàm mũ 

gần như là biên độ ngang (vuông góc): 

 

𝜔 = 𝑘𝑧𝑣 = 𝑘𝑣√1 − sin2 𝜃 ≈ 𝑘 ;

Ɛ𝑘𝑧 ≈
𝑚
𝐸 Ɛ𝑘𝑥 ≈

𝑚
𝐸 Ɛ𝑘𝑦 .

 

Ze 

𝛾 

e 
𝑣⃗ 𝑣⃗ 

𝛾 
e 

Ze 



 

 

 

Đặc điểm phổ và phân bố góc của bức xạ tia x tham số (PXR) trong tinh thể mỏng 

78 

Dẫn đến việc trường điện từ của hạt siêu tương đối tính, với độ chính xác đến 

các số hạng cỡ ∼ 𝑚/𝐸, được biểu diễn dưới dạng một tập hợp các sóng phẳng không 

tương tác: 

 
Ɛ⃗⃗(𝑟,𝑡)=∫ 𝑑𝑘⃗⃗⊥𝑑𝜔Ɛ⃗⃗(𝑘⃗⃗⊥,𝜔)𝑒𝑖(𝑘⃗⃗⃗𝑟⃗⃗⃗−𝜔𝑡) ;

𝐻⃗⃗⃗(𝑘⃗⃗⊥,𝜔)=[𝑣⃗⃗Ɛ⃗⃗(𝑘⃗⃗⊥,𝜔)],
  (2.4) 

mỗi sóng trong số đó mô tả trạng thái của một photon ảo với xung lượng 𝑘⃗⃗, tần số 𝜔 và 

biên độ điện trường: 

Ɛ⃗⃗(𝑘⃗⃗⊥, 𝜔) = −
𝑖𝑒𝑣⃗

2𝜋2

𝑘⃗⃗⊥

𝑘⊥
2𝑣2 + 𝜔2(1 − 𝑣2)

. 

Như vậy, tương tác điện từ của điện tích tương đối tính với tinh thể có thể được 

xem như sự tán xạ của một chùm photon ảo, với hướng của các vectơ xung lượng tập 

trung trong một hình nón có góc mở: 

Δ𝜃 ∼
𝑚

𝐸
≪ 1 , 

trong khi đó, sự phân bố phổ của các photon ảo được xác định bằng cách tích phân theo 

𝑘⊥
2 dựa trên mật độ dòng năng lượng của trường (2.4): 

 𝑛𝜔𝑑𝜔 =
2𝑧2𝑒2

𝜋𝑣2

𝑑𝜔

𝜔
ln

𝜌𝑚𝑎𝑥

𝜌𝑚𝑖𝑛
 . (2.5) 

Lưu ý rằng, sự phân bố không gian của photon ảo với một tần số nhất định được 

xác định bởi một gói sóng có kích thước ngang tập trung gần quỹ đạo của hạt (Landau 

& Lifshitz, 1984). 

Δ𝜌 ≈
1

𝜔

𝐸

𝑚
 , 

Các giá trị của tham số va chạm tối thiểu 𝜌𝑚𝑖𝑛 và tối đa 𝜌𝑚𝑎𝑥 phụ thuộc vào bối 

cảnh cụ thể của từng bài toán. Điều quan trọng là trong trường điện từ của một hạt mang 

điện tương đối tính luôn chứa các photon ảo ở mọi bước sóng với trọng số ∼ 𝜔−1. Xét từ 

quan điểm này, quá trình bức xạ tương ứng với sự tán xạ Compton của các photon ảo 

trên các hạt mang điện khác và sự chuyển hóa của chúng thành các photon thực. Từ đó, 

có thể đưa ra giải thích vật lý cho hai cơ chế bức xạ trong tinh thể đã đề cập ở trên như 

sau: 

- Cơ chế thứ nhất: Trong hệ quy chiếu mà hạt mang điện đứng yên và các nguyên 

tử tinh thể bay tới với vận tốc tương đối tính, trường điện từ của tinh thể được biểu diễn 

dưới dạng các bó photon ảo sắp xếp tuần hoàn. Các bó này sẽ tán xạ trên hạt điện tích 

đang đứng yên. Trong hệ quy chiếu phòng thí nghiệm, quá trình này tương ứng với việc 

hạt mang điện đánh bật các photon thực ra khỏi các bó photon ảo bao quanh các electron 

và hạt nhân tinh thể. Hiện tượng này chính là bức xạ hãm kết hợp khi các điều kiện về 

xung lượng và tần số của photon phát ra được thỏa mãn (Hình 2a). 
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a) 

 

b) 

Hình 2. Bức xạ trong tinh thể dưới dạng tán xạ của các photon ảo:  

a) Bức xạ hãm kết hợp; b) Bức xạ tham số 

- Cơ chế thứ hai: Quá trình ngược lại cũng có thể xảy ra, khi các photon ảo thuộc 

trường riêng của chính hạt mang điện đang bay vào tinh thể bị tán xạ kết hợp bởi mạng 

tinh thể (Hình 2b). Cơ chế chuyển đổi các photon ảo này thành trường bức xạ chính là 

bức xạ Vavilov-Cherenkov tham số. Trường hợp tinh thể mỏng tương ứng với phép xấp 

xỉ động học trong lý thuyết nhiễu xạ, khi mà sự khúc xạ của photon và ảnh hưởng ngược 

của sóng nhiễu xạ lên sóng tới là không đáng kể. 

Dựa trên mô hình ở Hình 2, có thể thấy rõ rằng hai cơ chế bức xạ này khác biệt 

đáng kể về cả phân bố phổ-góc lẫn sự phụ thuộc của tần số đặc trưng vào năng lượng 

hạt. Thật vậy, sự cộng kết hợp của các photon phát ra khi hạt va chạm với hai nguyên tử 

kề nhau trong chuỗi tinh thể (cách nhau một khoảng 𝑑) chỉ có thể xảy ra khi thỏa mãn 

hệ thức sau (Ter-Mikaelian & Mikhail, 1969): 

 
𝑑

𝑣
− 𝑑 cos 𝜃 =

2𝜋𝑛

𝜔
 , (2.6) 

trong đó 𝑛 là một số nguyên khác không. Từ động học của tán xạ Compton (Rybicki, 

2003), chúng ta biết rằng khi va chạm với một điện tích tương đối tính, photon sẽ bay ra 

dưới một góc 𝜃 ≲  𝑚/𝐸 so với hướng chuyển động của hạt. Khi đó, từ hệ thức (2.6), tần 

số đặc trưng của các photon phát ra được xác định bởi công thức: 

 𝜔𝑛 ≈
2𝜋𝑛

𝑑
(

𝐸

𝑚
)

2

 (2.7) 

Ở điều kiện 𝐸 ≫ 𝑚, tần số này nằm trong vùng phổ cứng hơn nhiều so với tia X 

và phụ thuộc rất mạnh vào năng lượng của hạt. 

Ngược lại, sự tán xạ kết hợp của chùm photon ảo trong trường hợp Hình 2b cũng 

tương tự như khi một chùm photon thực đi qua tinh thể: nó sẽ trở nên đáng kể đối với 

các bước sóng có độ dài tương đương với chu kỳ mạng tinh thể (Vladimir Baryshevsky 

Ze 

d 

𝑘⃗⃗ 

𝑘⃗⃗ + 𝜏 

Ze 

d 

𝑣⃗ 
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, Ilya Feranchuk & Alexander Ulyanenkov, 2005) và do đó nằm trong dải tia X. Sự tán xạ 

kết hợp của các photon ảo có xung lượng 𝑘⃗⃗, thỏa mãn điều kiện nhiễu xạ Wulf-Bragg: 

 (𝑘⃗⃗ + 𝜏)
2

≈ 𝑘2 (2.8) 

với 𝑘⃗⃗ là một trong các vectơ mạng đảo của tinh thể, dẫn đến sự nhiễu xạ của chúng và 

hình thành các photon thực với xung lượng 𝑘⃗⃗ + 𝜏, hướng của xung lượng này được xác 

định bởi góc giữa vector vận tốc của hạt và hệ các mặt tinh thể xảy ra sự nhiễu xạ của 

các photon ảo. Vì lý do đó, đối với các hạt siêu tương đối tính (𝐸 ≫ 𝑚), góc phát xạ của 

các photon hầu như không phụ thuộc vào năng lượng 𝐸 mà được quyết định bởi cấu 

trúc của tinh thể (xem Hình 3). Đặc biệt, bức xạ có thể phát ra theo hướng ngược lại với 

vận tốc của hạt. Việc phát xạ các photon tia X ở các góc lớn so với hướng vận tốc của hạt 

là dấu hiệu đặc trưng nhất của bức xạ Vavilov-Cherenkov tham số. Điều này là do trong 

bất kỳ quá trình tương tác nào khác của hạt mang điện siêu tương đối tính với vật chất, 

các hạt thứ cấp (electron, photon, v.v.) đều lan truyền dưới một góc rất nhỏ 𝛥𝜃 ≲ 𝑚/𝐸 

so với hướng chuyển động của hạt sơ cấp. 

Các đặc tính cơ bản của phân bố phổ-góc trong bức xạ tham số có thể dễ dàng 

xác định được khi phân tích điều kiện nhiễu xạ của các photon ảo (2.8). Thật vậy, nếu ta 

chọn trục 𝑧 của hệ tọa độ dọc theo vận tốc 𝑣⃗ và thay vào phương trình này xung lượng 

của photon ảo 𝑘⃗⃗ = (𝑘⃗⃗⊥,
𝜔

𝑣
), ta sẽ có: 

 2(𝑘⃗⃗⊥𝜏⊥) +
2𝜔

𝑣
𝜏𝑧 + 𝜏2 ≈ 0 (2.9) 

Do đối với các hạt siêu tương đối tính, tỷ số |𝑘⃗⃗⊥ |/𝜔 ∼ 𝑚/𝐸 ≪ 1, nên phương 

trình (2.9) sẽ xác định tần số của bức xạ được tạo ra từ sự nhiễu xạ của các photon ảo 

trên hệ các mặt tinh thể tương ứng với vectơ mạng đảo 𝜏: 

 𝜔𝜏 =
𝜏2

2|𝜏𝑧|
=

𝜏

2 sin 𝜃𝑏
=

𝜋𝑛

𝑑 sin 𝜃𝑏
;   𝑛 = 1,2, … (2.10) 

trong đó, các ký hiệu về góc được mô tả chi tiết trong Hình 3. Rõ ràng, đại lượng 2(𝑘⃗⃗⊥𝑟 ) 

dẫn đến sự tán rộng của tần số các photon phát ra trong khoảng: 

 
Δ𝜔𝜏

𝜔𝜏
≲

𝑚

𝐸
 (2.11) 

Các photon với tần số (2.10) được phát ra trong một hình nón hẹp với góc mở: 

 Δ𝜃 ≲ 𝑚/𝐸 (2.12) 

hình nón này kéo dài dọc theo hướng: 

 ωτ𝑣⃗ + 𝜏 , (2.13) 

hướng này trùng với hướng nhiễu xạ 𝑘⃗⃗ + 𝜏 của photon ảo có tần số 𝜔𝜏 (xem Hình 3). 
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a) 

 

b) 

Hình 3. Động học của bức xạ tham số:  

a) Trường hợp Laue; b) Trường hợp Bragg 

Vì trường điện từ của hạt chứa một phổ tần số liên tục (2.5), nên đối với mỗi 

vector 𝜏 bất kỳ, luôn tồn tại các photon ảo thỏa mãn điều kiện nhiễu xạ trên hệ mặt tinh 

thể tương ứng. Điều này dẫn đến một kết luận quan trọng: bức xạ tham số trong tinh 

thể mỏng tạo ra một hình ảnh nhiễu xạ hoàn toàn tương tự như hình ảnh thu được khi 

cho một chùm tia X có phổ liên tục nhiễu xạ trên chính tinh thể đó (2.5). 

Việc phân tích cường độ của bức xạ tham số đòi hỏi một mô tả định lượng chính 

xác về quá trình nhiễu xạ của các photon ảo. Cần lưu ý rằng, tương tự như các bài toán 

tán xạ trên nhiều tâm (Ta-You & Ohmura, 2014), việc nghiên cứu độc lập các cơ chế bức 

xạ khác nhau trong tinh thể chỉ khả thi khi tương tác của cả hạt mang điện và bức xạ với 

tinh thể có thể được mô tả trong khuôn khổ của lý thuyết nhiễu loạn. Điều này chỉ đúng 

đối với các tinh thể có độ dày 𝐿 đủ nhỏ (giới hạn định lượng của 𝐿 sẽ được thảo luận ở 

phần sau). Ngoài ra, vì chúng ta đang xét dải tần số 𝜔 ≪ 𝐸, quá trình bức xạ này có thể 

được mô tả một cách hiệu quả dựa trên các định luật của điện động lực học cổ điển. 

 

3. PHỔ PXR TRONG TINH THỂ MỎNG 

Cường độ bức xạ từ một hạt chuyển động theo một quỹ đạo bất kỳ 𝑟1 = 𝑟1(𝑡) có 

thể được tính toán bằng công thức đã biết (Landau & Lifshitz, 2011): 

𝑊𝑛⃗⃗𝜔 =
𝑟2

4𝜋2 |Ɛ⃗⃗(𝑟, 𝜔)|
2

;    𝑛⃗⃗ =
𝑟

𝑟
   , 

trong đó trường Ɛ⃗⃗(𝑟, 𝜔) ở khoảng cách lớn 𝑟 so với điện tích là nghiệm của các phương 

trình Maxwell sau đây (Alexandrov, Bogdankevich & Rukhadze, 2013): 

 [−𝑟𝑜𝑡 𝑟𝑜𝑡̇ Ɛ⃗⃗(𝑟, 𝜔) + 𝜔2Ɛ⃗⃗]
𝛼

+ 4𝜋𝑖𝜔𝜎𝛼𝛽Ɛ𝛽 = −4𝜋𝑖𝜔𝑗𝛼(𝑟, 𝜔) , (3.1) 

Ở đây, 𝜎𝛼𝛽 là tensor độ dẫn của tinh thể, trong phép xấp xỉ tuyến tính nó xác định tương 

tác của bức xạ với môi trường; 𝑗𝛼(𝑟, 𝜔) là ảnh Fourier của dòng hạt: 

2𝜃𝑏 

𝑘⃗⃗ 
𝜃𝑏 

d 

Δ𝜃 
𝑣⃗ 

𝑣⃗ Δ𝜃 

𝑘⃗⃗ 
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𝑗(𝑟, 𝜔) = ∫ 𝑒𝑖𝜔𝑡𝑗(𝑟, 𝑡)𝑑𝑡
∞

−∞ 

 ;  𝑗(𝑟, 𝜔) == 𝑒𝑣⃗(𝑡)𝛿[𝑟 − 𝑟1(𝑡)] . 

Việc giải các phương trình không thuần nhất (3.1) có thể được đưa về việc giải 

các phương trình Maxwell thuần nhất bằng cách sử dụng phương pháp đã được xem 

xét trong tài liệu (Baryshevsky, 2012). Để thực hiện điều này, ta biểu diễn trường Ɛ⃗⃗(𝑟, 𝜔) 

qua hàm Green 𝐺𝛼𝛽(𝑟𝑟′𝜔) của vế trái phương trình (3.1): 

 Ɛ⃗⃗𝛼(𝑟, 𝜔) = ∫ 𝐺𝛼𝛽(𝑟𝑟′𝜔)𝑖𝜔𝑗𝛽(𝑟′𝜔)𝑑𝑟′ (3.2) 

Vì chúng ta quan tâm đến trường ở khoảng cách lớn (vùng xa) so với điện tích, 

nên trong công thức (3.2) có thể sử dụng biểu thức tiệm cận của hàm Green khi 𝑟 ≫ 𝑟′: 

 𝐺𝛼𝛽(𝑟𝑟′𝜔) ≈
𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑟
∑ 𝑒𝛼

(𝑠)
Ɛ

𝑘⃗⃗𝛽𝑠

(−)∗(𝑟′𝜔)𝑠 ;  𝑘⃗⃗ = 𝜔
𝑟

𝑟
 (3.3) 

Trong đó, 𝑒(𝑠) là các vectơ đơn vị đại diện cho trạng thái phân cực của trường, còn hàm 

Ɛ⃗⃗
𝑘⃗⃗𝑠

(−)
 là nghiệm của các phương trình Maxwell thuần nhất, thỏa mãn điều kiện biên sau 

đây tại vô hạn: 

 
(−𝑟𝑜𝑡 𝑟𝑜𝑡Ɛ⃗⃗(−)+𝜔2Ɛ⃗⃗

𝑘⃗⃗⃗

(−)
)

𝛼
−4𝜋𝑖𝜔𝜎𝛼𝛽

∗ Ɛ
𝛽𝑘⃗⃗⃗

(−)
 = 0

Ɛ⃗⃗
𝑘⃗⃗⃗𝑠

(−)
 ≈
𝑟→∞ 𝑒(𝑠)𝑒𝑖𝑘⃗⃗⃗𝑟⃗⃗⃗+𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 

𝑒−𝑖𝑘𝑟

𝑟
 ,

  (3.4) 

nghĩa là tại 𝑟 → ∞, trường chứa một sóng cầu hội tụ. Cần lưu ý rằng các biểu thức tiệm 

cận (3.3) và tính chất của hàm Ɛ⃗⃗
𝑘⃗⃗𝑠

(−)
 sẽ được thảo luận chi tiết trong các công trình sau 

này; ở đây, chúng tôi chỉ đưa ra một hệ thức giúp đơn giản hóa việc tính toán hàm Ɛ⃗⃗
𝑘⃗⃗𝑠

(−)
 

như sau: 

 (Ɛ⃗⃗
𝑘⃗⃗𝑠

(−)
)

∗
= Ɛ⃗⃗

−𝑘⃗⃗𝑠

(+)
 (3.5) 

trong đó, Ɛ⃗⃗
𝑘⃗⃗𝑠

(+)
 là nghiệm của các phương trình Maxwell thuần nhất (3.4), mô tả sự nhiễu 

xạ của bức xạ tia X từ bên ngoài vào tinh thể, và là nghiệm của bài toán nhiễu xạ thông 

thường. 

Sử dụng các công thức từ (3.3) đến (3.5) và biểu thức tường minh của dòng điện, 

chúng ta thu được công thức tổng quát cho mật độ phổ năng lượng bức xạ của hạt trong 

tinh thể:  

𝑊𝑛⃗⃗𝜔 =
𝑒2𝜔2

4𝜋
|∫ 𝑑𝑡 ∑ 𝑒𝑖𝜔𝑡𝑣⃗1(𝑡)Ɛ⃗⃗

𝑘⃗⃗𝑠

(−)∗(𝑟1(𝑡), 𝜔)

𝑠

∞

−∞

|

2

=
𝑒2𝜔2

4𝜋
|∫ 𝑑𝑡 ∑ 𝑒𝑖𝜔𝑡𝑣⃗1(𝑡)Ɛ⃗⃗

−𝑘⃗⃗𝑠

(+)∗(𝑟1(𝑡), 𝜔)

𝑠

∞

−∞

|

2

, 

           (3.6) 

công thức này là sự tổng quát hóa của công thức kinh điển trong điện động lực học đã 

được biết đến rộng rãi: 
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𝑊𝑛⃗⃗𝜔 =
𝑒2𝜔2

4𝜋2 |∫ 𝑑𝑡 ∑(𝑒𝑠𝑣⃗1(𝑡))𝑒𝑖𝜔𝑡−𝑖𝑘⃗⃗𝑟1(𝑡)

𝑠

∞

−∞

|

2

 

Tiếp theo, chúng ta xem xét bức xạ trong tinh thể mỏng dựa trên công thức (3.6). 

Ở phép xấp xỉ bậc không, khi sự thay đổi quỹ đạo của hạt và trường điện từ trong tinh 

thể bị bỏ qua, ta có: 

𝑟1(𝑡) = 𝑣⃗0𝑡 ;    𝑣⃗0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ;    Ɛ⃗⃗
𝑘⃗⃗𝑠

(±)
= 𝑒(𝑠)𝑒𝑖𝑘⃗⃗𝑟  

và như thường lệ, cường độ bức xạ từ một điện tích chuyển động thẳng đều trong chân 

không sẽ bằng không. Tuy nhiên, nếu chúng ta xét đến sự thay đổi quy luật chuyển động 

của hạt do tương tác với các nguyên tử sắp xếp tuần hoàn trong tinh thể: 

𝑟1(𝑡) = 𝑣⃗0(𝑡) + 𝑟(′)(𝑡) ;   |𝑟(′)| ≪ 𝑣0𝑡

𝑚
𝑑
𝑑𝑡

𝑟(′)

√1 − 𝑣0
2

= ∑ 𝐹⃗(𝑟 − 𝑅⃗⃗𝑖)𝑖    ,
 

cũng như sự nhiễu xạ của trường điện từ trong tinh thể: 

Ɛ⃗⃗𝑘𝑠 = 𝑒(𝑠)𝑒𝑖𝑘⃗⃗𝑟 + Ɛ⃗⃗𝑘𝑠
(′)

  ;    |Ɛ⃗⃗𝑘𝑠
(′)

| ≪ 1  , 

thì mật độ phổ bức xạ trong phép xấp xỉ bậc nhất theo 𝑟(′) và Ɛ⃗⃗
𝑘⃗⃗𝑠

(′)
 sẽ có dạng: 

 𝑊𝑛⃗⃗𝜔 = 𝑊
𝑛⃗⃗𝜔
(1)

+  𝑊
𝑛⃗⃗𝜔
(2)

 (3.7) 

Trong đó, số hạng thứ nhất: 

𝑊
𝑛⃗⃗𝜔
(1)

=
𝑒2𝜔2

4𝜋2 |∫ 𝑑𝑡 ∑ 𝑒(𝑠)[𝑖𝑣⃗0(𝑘⃗⃗𝑟(′)) − 𝑣⃗(′)]𝑒𝑖(𝜔−𝑘⃗⃗𝑣⃗⃗0)𝑡

𝑠

∞

−∞

|

2

 

mô tả bức xạ hãm kết hợp, số hạng thứ hai: 

 𝑊
𝑛⃗⃗𝜔
(2)

=
𝑒2𝜔2

4𝜋2 |∫ 𝑑𝑡 ∑ 𝑣⃗0Ɛ⃗⃗
𝑘⃗⃗𝑠

(′)(𝑣⃗0𝑡, 𝜔)𝑒𝑖𝜔𝑡
𝑠

∞

−∞
|
2
 (3.8) 

xác định bức xạ tham số trong tinh thể mỏng. Kết quả này có thể so sánh với các biểu 

thức về cường độ bức xạ cộng hưởng trong môi trường tuần hoàn ba chiều (Ter-

Mikaelian & Mikhail, 1969) và các công thức về cường độ của các đỉnh phụ của bức xạ 

tia X thu được trong công trình (Garibyan & Yan Shi, 1971). Như vậy, loại bức xạ này 

được gây ra bởi sự khác biệt giữa trường trong tinh thể và sóng phẳng, và nó phát sinh 

ngay cả khi hạt chuyển động thẳng đều. Cần lưu ý rằng trong công thức (3.7), chúng ta 

bỏ qua sự giao thoa giữa hai cơ chế bức xạ này vì chúng tập trung ở các khoảng tần số 

khác nhau: 

Bức xạ hãm kết hợp trong tinh thể mỏng đã được nghiên cứu chi tiết trong cuốn 

sách của Ter-Mikaelian (Ter-Mikaelian & Mikhail, 1969), do đó chúng ta sẽ chuyển sang 

phân tích PXR dựa trên công thức đơn giản (3.8), vì nhiều tính chất quan trọng của PXR 
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đã bộc lộ ngay cả trong trường hợp tinh thể mỏng. Trong (3.8), cần thay thế trường Ɛ⃗⃗
−𝑘⃗⃗𝑠

(+)
 

được tìm thấy dựa trên lý thuyết nhiễu loạn theo tensor độ dẫn của tinh thể từ phương 

trình (3.4). Phép xấp xỉ này cho hàm Ɛ⃗⃗
𝑘⃗⃗𝑠

(+)
 tương ứng với lý thuyết nhiễu xạ động học đã 

rất quen thuộc (xem ví dụ (Waseda, Matsubara & Shinoda, 2011; Giacovazzo et al., 2011) 

). Cần lưu ý rằng tương tác kết hợp của bức xạ tia X dẫn đến hiện tượng nhiễu xạ, tùy 

thuộc vào tần số bức xạ, sẽ được xác định bởi tán xạ Compton trên các electron, hoặc tán 

xạ cộng hưởng của bức xạ trên các nguyên tử hoặc hạt nhân của tinh thể. Chúng ta sẽ 

xem xét từng quá trình này một cách riêng biệt. Trường điện từ phát sinh khi tán xạ kết 

hợp bức xạ tia X bởi các electron trong tinh thể có dạng như sau: 

 Ɛ⃗⃗
−𝑘⃗⃗𝑠

(+)
= 𝑟𝑜𝑡 𝑟𝑜𝑡 ∫

𝑒𝑖𝑘|𝑟⃗⃗⃗−𝑟⃗⃗⃗′|

|𝑟−𝑟′|
𝑛(𝑟′)𝑒(𝑠)𝑒−𝑖𝑘⃗⃗𝑟′ 𝑒2

𝑚𝜔2 (3.9) 

ở đây 𝑛(𝑟) là mật độ electron trong tinh thể, được lấy trung bình theo trạng thái cơ học 

lượng tử của các electron và hạt nhân. Cần lưu ý rằng khi xác định mật độ này, ta không 

sử dụng việc lấy trung bình theo các phần tử thể tích nhỏ về mặt vật lý như trong lý 

thuyết vĩ mô. Mật độ electron này là một hàm tuần hoàn theo tọa độ, và do đó có thể 

được khai triển thành chuỗi theo các vectơ mạng đảo của tinh thể: 

 𝑛(𝑟) = ∑ 𝑛𝜏⃗⃗𝑒𝑖𝜏⃗⃗𝑟
𝜏⃗⃗  . (3.10) 

Vectơ 𝑒(𝑠) trong công thức (3.9) xác định trạng thái phân cực được ghi nhận bởi máy dò 

bức xạ, còn vectơ 𝑘⃗⃗ được xác định bởi hướng tới điểm quan sát: 

𝑘⃗⃗ = 𝜔𝑛⃗⃗ . 

Thay (3.9) và (3.10) vào công thức (3.8), ta tìm được: 

 𝑊𝑛⃗⃗𝜔 =
e2ω2

4π2 |
𝑒2

𝑚𝜔2
∑ 𝑛𝜏⃗⃗ ∫

𝑑𝑝⃗

(2𝜋)3

[𝑝⃗𝑣⃗⃗0][𝑝⃗𝑒(𝑠)]

(𝑝2−𝜔2−𝑖𝜖)𝜏⃗⃗ × ∫ 𝑑𝑡𝑒𝑖(𝜔−𝑝⃗𝑣⃗⃗0)𝑡∞

−∞ ∫ 𝑑𝑟′𝑒𝑖(𝑝⃗−𝑘⃗⃗+𝜏⃗⃗)𝑟′𝑑

𝑉
|

2

  (3.11) 

Một công thức tương tự như (3.11) cho cường độ bức xạ cộng hưởng trong tinh 

thể đã được Ter-Mikaelian (Ter-Mikaelian, 1972) thu được lần đầu tiên, sau đó tác giả 

đã xem xét giới hạn 𝑉 → ∞ (𝑉 là thể tích tinh thể). Cách tiếp cận như vậy xác định chính 

xác hướng của các cực đại bức xạ, tuy nhiên nó không cho phép nghiên cứu sự phân bố 

của bức xạ ở vùng lân cận các cực đại này và, như chúng ta sẽ thấy ở phần dưới, nó 

không mô tả chính xác bức xạ dọc theo hướng chuyển động của hạt. 

Khi thực hiện tích phân theo thể tích tinh thể trong công thức (3.11), kết quả thu 

được khác không đáng kể chỉ khi các điều kiện sau được thỏa mãn: 

𝑝 ≈ 𝑘⃗⃗ − 𝜏   ;    𝑝2 ≈ 𝜔2 

Trong khoảng giữa các giá trị này, cường độ bức xạ thực tế bằng không, điều này 

cho phép chúng ta xem xét một cách độc lập các cực đại cường độ bức xạ tương ứng với 

các vectơ mạng đảo 𝜏 khác nhau. Kết quả là, ta thu được biểu thức sau cho cường độ bức 

xạ: 
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𝑊𝑛⃗⃗𝜔 = ∑ 𝑊𝜏
𝑠  ;

𝜏⃗⃗,𝑠

 

 𝑊𝜏
𝑠 = 𝑒2𝜔2 (

𝑒2

𝑚𝜔2)
2

|𝑛𝜏|2

(2𝜋)2 ×
(𝑣⃗⃗[𝑝⃗[𝑝⃗𝑒(𝑠)]])

2

[(𝑘⃗⃗⊥−𝜏⃗⃗⊥)
2𝜔2

𝑣2 (1−𝑣2)]
2 |∫ 𝑑𝑧𝑒𝑖(

𝜔

𝑣
−𝑘𝑧+𝜏𝑧)𝐿

0
|

2

 (3.12) 

𝑝⊥ = 𝑘⃗⃗⊥ − 𝜏⊥ ;   𝑝𝑧 =
𝜔

𝑣
 ;  𝑣⃗ = 𝑣⃗0 , 

Trong đó 𝐿 là độ dài của tinh thể dọc theo hướng vận tốc 𝑣⃗. Khi xây dựng công 

thức (3.12), giả thiết rằng kích thước tinh thể theo phương vuông góc với 𝑣⃗ là vô hạn, do 

đó trong tích phân (3.11) ta có 𝑝⊥ → 𝑘⃗⃗⊥ − 𝜏⊥ trục 𝑧 được chọn dọc theo 𝑣⃗. Khi ghi nhận 

photon mà không phân biệt trạng thái phân cực, cường độ bức xạ có dạng: 

 

𝑊𝜏 = ∑ 𝑊𝜏
𝑠

𝑠

= 𝑒2𝜔2 (
𝑒2

𝑚𝜔2)

2
|𝜂𝜏|2

(2𝜋)2 |∫ 𝑑𝑧 𝑒
𝑖(

𝜔
𝑣

−𝑘𝑧+𝜏𝑧)𝑧

𝐿

0

|

2

×
𝑝2[𝑝𝑣⃗]2 − ([𝑝𝑛⃗⃗][𝑝⃗𝑣⃗])2

[(𝑘⃗⃗⊥ − 𝜏⊥)
2

+
𝜔2

𝑣2 (1 − 𝑣2)]
2 

  (3.13) 

Các công thức (3.12) và (3.13) cho thấy sự tương đồng chặt chẽ giữa bức xạ đang 

xét và bức xạ Vavilov-Cherenkov trong môi trường đồng nhất. Thật vậy, trong trường 

hợp môi trường đồng nhất, chỉ cần tính đến thành phần bậc không của mật độ, và cường 

độ bức xạ sẽ được quyết định bởi nhân tử: 

 |∫ 𝑒
𝑖(

𝜔

𝑣
−𝑘𝑧)𝑧

𝑑𝑧
𝐿

0
|

2

= 4
sin2 𝜔

2𝑣
𝐿(1−𝑣 cos 𝜃)

[
𝜔

𝑣
(1−𝑣 cos 𝜃)]

2  (3.14) 

Từ đây có thể thấy rằng đối với một lớp mỏng vật chất đồng nhất có độ dày 𝐿 <
1

𝜔(1−𝑣 cos 𝜃)
  , sự bức xạ của điện tích chuyển động thẳng đều là khả thi và cường độ bức 

xạ tỷ lệ thuận với 𝐿2. Đồng thời, từ công thức (3.14) suy ra rằng khi 𝐿 → ∞, cường độ bức 

xạ trở nên nhỏ đáng kể. Tuy nhiên, trong một lớp vật chất dày, một kênh bức xạ mới 

xuất hiện từ hạt chuyển động thẳng đều, đó là bức xạ Vavilov-Cherenkov, vốn không 

được mô tả bởi công thức (3.13) mà đòi hỏi phải tính đến sự khúc xạ của các photon phát 

ra trong môi trường mà không sử dụng lý thuyết nhiễu loạn. Tình trạng tương tự cũng 

xảy ra khi xem xét bức xạ tham số Vavilov-Cherenkov, bởi vì công thức (3.13) chỉ áp 

dụng được cho các tinh thể có độ dày 𝐿: 

 𝐿 < [𝜔 (
𝑒2𝑛0

𝑚𝜔2)]
−1

   , (3.15) 

nghĩa là khi biên độ của sóng tán xạ trong tinh thể còn rất nhỏ so với sóng tới. Ta xét 

trường hợp tinh thể Germani (Ge) với mật độ electron 𝑛0 ≈ 4.47 × 1025cm−3. Với năng 

lượng photon đặc trưng 𝜔 ≈ 1.9 keV, khi đó giá trị giới hạn độ dày tinh thể theo bất đẳng 

thức (3.15) được xác định vào khoảng 𝐿𝑔ℎ ≈ 12 μm. Việc chuyển sang giới hạn 𝐿 → ∞ 
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trong công thức này mà không tính đến sự khúc xạ và nhiễu xạ của photon một cách 

chính xác sẽ không mô tả đúng các đặc tính của PXR. Cụ thể, trong công trình (Garibyan 

& Yan Shi, 1971), dựa trên việc chuyển giới hạn nêu trên, đã đưa ra kết luận sai lầm về 

sự vắng mặt của các đỉnh nhiễu xạ trong bức xạ dọc theo hướng chuyển động của hạt. 

Trong khi đó, việc nghiên cứu các cực đại phụ của bức xạ khi 𝜏 ≠ 0 theo công thức (3.13) 

là khả thi cho cả đơn tinh thể mỏng và tinh thể khảm dày, tương tự như trong lý thuyết 

nhiễu xạ động học (Waseda, Matsubara & Shinoda, 2011; Giacovazzo et al., 2011). Ngoài 

ra, công thức đơn giản (3.13) cho phép nghiên cứu sự phụ thuộc của bức xạ vào độ tán 

xạ góc và năng lượng của hạt, vào hình dạng tinh thể, v.v. Do đó, chúng ta sẽ xem xét 

chi tiết hơn các biểu thức thu được cho bức xạ trong tinh thể mỏng. Trước hết, rõ ràng là 

khi 1 − 𝑣2 ≪ 1, bức xạ tập trung xung quanh vectơ 𝑘⃗⃗ thỏa mãn các điều kiện: 

 |𝑘⃗⃗⊥ − 𝜏⊥| ≲
𝜔

𝑣
 
𝑚

𝐸
 ;    |𝑘𝑧 − 𝜏𝑧 −

𝜔

𝑣
| ≲

1

𝐿
 ;  |𝑘⃗⃗| = 𝜔 (3.16) 

Để mô tả phân bố góc của các photon gần hướng này, ta đưa vào vectơ: 

 𝑘⃗⃗0 = 𝜔𝑏
𝑣⃗⃗

𝑣
+ 𝜏 ;    𝜔𝑏 = −

𝜏2

2𝜏𝑧
   , (3.17) 

là nghiệm chính xác của hệ phương trình (3.16). Ta cũng ký hiệu Κ⃗⃗⃗ = 𝑘⃗⃗ − 𝑘⃗⃗0 và thiết lập 

hệ tọa độ như được mô tả trong Hình 4. 

Hệ tọa độ để mô tả phân bố góc của PXR gần cực đại: Trục 𝑥 nằm trong mặt phẳng tạo 

bởi các vectơ 𝑣⃗ và 𝜏. Trong hệ tọa độ này, từ (3.12) và (3.13), chúng ta tìm được các công 

thức sau cho phân bố phổ-góc của bức xạ: 

 
𝜕3𝑊

𝜕𝜃𝑥𝜕𝜃𝑦𝑑𝑈
=

𝑒2𝑟0
2

2𝜋2

|𝑛𝜏|2

𝜏2
|𝑅|2 (𝜃𝑥 cos 𝜑 cos 2𝜃𝑏+𝜃𝑦 sin 𝜑)

2

[𝜃𝑥
2+𝜃𝑦

2+(1−𝑣2)]
2  (3.18) 

khi ghi nhận bức xạ với một phân cực xác định. Trong đó: 𝜃𝑏 là góc Bragg giữa các mặt 

tinh thể (tương ứng với 𝜏) và vận tốc 𝑣⃗; 𝜃𝑥,𝑦 =
Κ𝑥,𝑦

𝜔𝑏
  là các góc ghi nhận photon trong mặt 

phẳng quan sát vuông góc với 𝑣⃗; 𝜑 là góc giữa phương phân cực của máy dò và mặt 

phẳng nhiễu xạ (xác định bởi 𝑣⃗ và 𝜏); 𝑟0 = 𝑒2/𝑚 là bán kính điện từ cổ điển của electron; 

tham số 𝑈 =
2 sin2 𝜃𝑏

cos 2𝜃𝑏
(

𝜔

𝑣
− 𝜔𝑏) xác định độ lệch của tần số photon so với tần số Bragg 𝜔𝑏. 

Đại lượng |𝑅|2 có dạng: 

 |𝑅|2 = |∫ 𝑑𝑧 𝑒𝑖[𝑈+𝜔𝑏𝜃𝑥 sin 2𝜃𝑏]𝑧𝐿

0
|

2
 (3.19) 
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Hình 4. Hệ tọa độ dùng để mô tả sự phân bố góc của PXR gần điểm cực đại. Trục 𝑥 nằm trong 

mặt phẳng của các vectơ 𝑣⃗ và 𝜏. 

Trong trường hợp máy dò ghi nhận tất cả các photon bất kể trạng thái phân cực, 

công thức (3.18) được đơn giản hóa thành: 

 
𝜕3𝑊

𝜕𝜃𝑥𝜕𝜃𝑦𝜕𝑈
=

𝑒2𝑟0
2

2𝜋2

|𝑛𝜏|2

𝜏2
|𝑅|2 𝜃𝑥

2 cos2 2𝜃𝑏+𝜃𝑦
2

[𝜃𝑥
2+𝜃𝑦

2+(1−𝑣2)]
2 (3.20) 

Sử dụng công thức (3.20) để phân tích phân bố PXR gần cực đại, ta thấy, theo 

(3.19) cực đại này phát sinh khi thỏa mãn điều kiện: 

 𝑈 + 𝜔𝑏𝜃𝑥 sin 2𝜃𝑏 = 0 (3.21) 

và tỷ lệ thuận với 𝐿2. Tương tự như trong lý thuyết nhiễu xạ, sự tán rộng của đỉnh nhiễu 

xạ phát sinh do sự phân tán của bức xạ tới cả về tần số và góc (Baryshevsky, Feranchuk 

& Ulyanenkov, 2005), cấu trúc của đỉnh PXR được quyết định bởi sự phân bố của các 

photon phát ra theo 𝜔 và 𝜃(𝑥,𝑦). Liên quan đến vấn đề này, việc nghiên cứu thực nghiệm 

phổ PXR có thể thực hiện trên hai loại máy dò thường dùng trong phân tích cấu trúc tia 

X. Ở loại máy dò thứ nhất (ví dụ: phim X-quang thông thường), các photon được ghi 

nhận ở mọi tần số, nhưng cho phép nghiên cứu phân bố góc của chúng. Trong trường 

hợp này, bằng cách thực hiện phép tích phân theo tần số trong công thức (3.21), ta tìm 

được biểu thức cho phân bố góc như sau: 

 
𝜕2𝑊

𝜕𝜃𝑥𝜕𝜃𝑦
=

𝑒2𝑟0
2

2𝜋
𝐿

(𝜃𝑥
2 cos2 2𝜃𝑏+𝜃𝑦

2)

[𝜃𝑥
2+𝜃𝑦

2+(1−𝑣2)]
2 |𝑛𝜏|2 1

𝜏2
 (3.22) 

Như có thể thấy, phân bố cường độ trong vết nhiễu xạ của PXR trong trường hợp 

ghi nhận bằng phim X-quang sẽ có giá trị bằng không tại tâm của vết nhiễu xạ 𝜃𝑥 = 𝜃𝑦 =

𝑧′ 

x 
𝑥′ 

2𝜃𝑏 

𝜏 

𝜃𝑏 
z 

𝑣⃗ 
𝑘⃗⃗ = 𝜔𝑏

𝑣⃗

𝑣
 

Κ⃗⃗⃗ 
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0, sau đó đạt đến cực đại với biên độ ≈
𝑒2𝑟0

2

2𝜋

|𝑛𝜏|2

𝜏2 𝐿 (
𝐸

𝑚
)

2
 tại các điểm của vết nhiễu xạ có 

tọa độ góc thỏa mãn phương trình elip: 

𝜃𝑦
2(2 − cos2 2𝜃𝑏) + 𝜃𝑥

2 cos2 2𝜃𝑏 = (1 − 𝑣2) cos2 2𝜃𝑏 

và sau đó giảm nhanh về không khi 𝜃𝑥,𝑦 > 𝑚/𝐸. 

Năng lượng bức xạ toàn phần rơi vào vết nhiễu xạ khi một electron xuyên qua 

tinh thể được xác định bằng cách tích phân theo các góc trong công thức (3.22). Kết quả 

là, với 𝛾 = 𝐸/𝑚 ≫ 1, ta tìm được: 

 𝑊𝜏 = 𝑒2𝑟0
2 |𝑛𝜏|2

𝜏2
(1 + cos2 2𝜃𝑏)𝐿 ln 𝛾 (3.23) 

Một đặc tính quan trọng khi ghi nhận trên phim là mật độ photon rơi trên một 

đơn vị diện tích phim. Đại lượng này dễ dàng tìm được từ công thức (3.23): 

 𝐼𝑠 = 𝑒2𝑟0
2 |𝑛𝜏|2

𝜏3 sin 𝜃𝑏 (1 + cos2 2𝜃𝑏)
𝐿 ln 𝛾

𝑆0+𝑅2𝛾−2 (3.24) 

trong đó 𝑆0 là diện tích tiết diện ngang của chùm electron, 𝑅 là khoảng cách từ tinh thể 

đến phim. 

Cường độ của vết nhiễu xạ PXR tỷ lệ thuận với bình phương thành phần Fourier 

của mật độ electron, và do đó, nó chứa đựng cùng một thông tin về cấu trúc tinh thể như 

thông tin thu được từ việc nghiên cứu sự nhiễu xạ của bức xạ tia X từ nguồn bên ngoài. 

Vì vậy, rõ ràng là PXR có thể được sử dụng trong phân tích cấu trúc tia X, dựa trên các 

phương pháp ghi nhận và giải mã phim chụp X-quang truyền thống (Glusker, Pickworth 

& Trueblood 2020; Hammond, 2015). PXR cho phép thu nhận đồng thời toàn bộ tập hợp 

các vết nhiễu xạ của tinh thể nghiên cứu và điều quan trọng nhất là, thời gian ghi nhận 

ngắn hơn đáng kể so với việc sử dụng các ống tia X hiện đại. Thật vậy, hãy ước tính số 

lượng photon theo công thức (3.24), biểu diễn nó qua các thông số của tinh thể đối với 

một phản xạ nhất định có các chỉ số Miller (ℎ𝑘𝑙): 

 𝐼𝑠 =
𝑒2𝑟0

2

Ω0
2 𝑒−2𝑊 sin 𝜃𝑏(1+cos2 2𝜃𝑏)

(2𝜋)3
|𝑆(ℎ𝑘𝑙)|2|𝐹(ℎ𝑘𝑙)|2 𝐿𝑑ℎ𝑘𝑙

3 ln 𝛾

𝑆0+𝑅2𝛾−2
 (3.25) 

trong đó: 𝛺0 là thể tích của ô đơn vị tinh thể, 𝑆(ℎ𝑘𝑙) và 𝐹(ℎ𝑘𝑙) lần lượt là thừa số cấu trúc 

của ô đơn vị và biên độ cấu trúc cho phản xạ đang xét; 𝑑ℎ𝑘𝑙 là khoảng cách giữa các mặt 

phẳng tinh thể (ℎ𝑘𝑙); 𝑒−2𝑊 là hệ số Debye-Waller. 

Ví dụ, đối với tinh thể Germani (Ge) có độ dày 𝐿 = 10−3cm;  𝛾 = 103;  𝑆0 =

10−2cm2;   𝑅 = 102cm; (ℎ𝑘𝑙) → (111);  𝜃𝑏 = 300 ta tìm được |𝑆(111)|2 =

64;  |𝐹(111)|2 = 625; 𝑒−2𝑊 ≈ 0.8;  Ω0 = (5.72)310−24cm3;   𝑑111
3 =

1

3√3
Ω0;   𝜔𝑏 = 1.9keV 

và 

𝐼𝑐 ≈ 1.6 10−7
𝑘𝑉

electron. cm2
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Đồng thời, theo dữ liệu từ các công trình (Rossa et al., 1984; Otsuki et al., 1983), một ống 

tia X công suất lớn loại RU-1500 tạo ra trong cùng một vết nhiễu xạ này một lượng 

photon thấp hơn 𝐼𝑠 ≈ 10−11 𝑘𝑉

electron.cm2 , và do đó, có hiệu suất kém hơn đáng kể. Cường 

độ cao của PXR cho phép rút ngắn đáng kể thời gian thu nhận phim chụp X-quang, tạo 

điều kiện cho việc nghiên cứu động lực học của các quá trình biến đổi cấu trúc trong 

tinh thể. 

Bây giờ, chúng ta hãy xem xét phổ tần số của PXR, phổ này có thể thu được bằng 

một máy dò ghi nhận tất cả các photon của một vết nhiễu xạ nhất định nhưng có khả 

năng chọn lọc theo năng lượng. Phổ này thu được bằng cách tích phân công thức (3.20) 

theo các góc với một giá trị cố định: 

 
𝜕𝑊

𝜕𝑈
=

𝑒2

2

|𝑛𝜏|2

𝜏
𝐿 cos 𝜃𝑏

2𝑢2 cos2 2𝜃𝑏+𝛾−2𝜏2 cos2 𝜃𝑏

(𝑈2+𝛾−2𝜏2 cos2 𝜃𝑏)3/2
 (3.26) 

Hàm số này đạt cực đại tại điểm: 

𝑈 = {

0 ; 2𝜃𝑏 >
𝜋
6

 ;

𝜏
𝛾

cos 𝜃𝑏
cos 2𝜃𝑏

√4 cos2 2𝜃𝑏 − 3
2

;   2𝜃𝑏 <
𝜋
6

 

với mật độ năng lượng tại cực đại: 

𝑒2

2

|𝑛𝜏|2

𝜏2

𝐸

𝑚
  . 

Độ rộng của phổ được xác định bởi công thức: 

Δ𝜔

𝜔𝑏
=

𝑚

𝐸

cot 𝜃𝑏

cos 2𝜃𝑏
  , 

Từ đó suy ra rằng việc nghiên cứu phổ tần số của PXR chỉ có thể thực hiện được 

bằng các máy dò có độ phân giải năng lượng cao, thỏa mãn điều kiện 
Δ𝜔

𝜔
<

𝑚

𝐸
. 

 

4. KẾT LUẬN 

Trong nghiên cứu này, chúng tôi đã thực hiện phân tích chi tiết các đặc tính vật 

lý của PXR phát sinh từ sự tương tác giữa hạt tích điện năng lượng cao và cấu trúc tuần 

hoàn của tinh thể mỏng. Thông qua việc áp dụng lý thuyết nhiễu xạ động học, chúng tôi 

đã trình bày đầy đủ một bức tranh toàn diện về cơ chế hình thành và tính chất của loại 

bức xạ này. Các kết quả nghiên cứu dẫn đến một số kết luận quan trọng sau: thứ nhất, 

bài báo đã khẳng định tính tương đồng về mặt bản chất giữa PXR trong tinh thể và bức 

xạ Vavilov-Cherenkov trong môi trường đồng nhất. Tuy nhiên, sự tuần hoàn của mật 

độ electron trong tinh thể đã tạo ra các kênh bức xạ mới dọc theo các vectơ mạng đảo, 

cho phép điều khiển hướng và năng lượng của photon thông qua việc thay đổi góc 

Bragg. Thứ hai, đặc điểm phổ-góc của PXR trong tinh thể mỏng thể hiện tính chất độc 
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đáo với sự xuất hiện cực tiểu cường độ tại tâm của vết nhiễu xạ. Sự phụ thuộc của cường 

độ vào bình phương độ dày tinh thể (𝐿2) cho thấy tiềm năng to lớn trong việc tối ưu hóa 

hiệu suất nguồn bức xạ bằng cách điều chỉnh kích thước tinh thể trong giới hạn của độ 

dài dập tắt. Thứ ba, các tính toán so sánh cho thấy PXR có mật độ photon và cường độ 

tích hợp lớn hơn so với các nguồn tia X thương mại mạnh nhất hiện nay như RU-1500. 

Khả năng thu nhận đồng thời toàn bộ hệ thống các vết nhiễu xạ với thời gian phơi sáng 

cực ngắn là một ưu thế đột phá, cho phép chuyển từ các phép đo cấu trúc tĩnh sang 

nghiên cứu động lực học của các quá trình chuyển pha hoặc biến dạng mạng tinh thể 

trong thời gian thực.  

Mặc dù xấp xỉ nhiễu xạ động học đã cung cấp những mô tả chính xác cho tinh 

thể mỏng, các nghiên cứu tiếp theo cần mở rộng sang lý thuyết nhiễu xạ động lực học 

để xem xét đầy đủ các hiệu ứng khúc xạ và hấp thụ photon trong các tinh thể có độ dày 

lớn hơn. Kết quả của bài báo không chỉ đóng góp nền tảng lý thuyết về bức xạ của các 

hạt chuyển động nhanh mà còn đặt nền móng kỹ thuật cho việc hiện thực hóa các nguồn 

tia X thế hệ mới, nhỏ gọn và hiệu quả cao tại các phòng thí nghiệm nghiên cứu vật liệu 

tiên tiến. 
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ABSTRACT 

This paper investigates the spectral characteristics and angular distribution of 

Parametric X-ray Radiation (PXR) generated by ultra-relativistic charged particles 

traversing thin crystals. Based on kinematic diffraction theory, we derive analytical 

expressions for radiation intensity and photon density. The results demonstrate that 

in thin crystals, PXR intensity is proportional to the square of the crystal thickness 

(𝐿2) and exhibits a close formal analogy to the Vavilov-Cherenkov radiation. 

Notably, the angular distribution of PXR reveals a central minimum within the 

diffraction spot, with maxima distributed in an elliptical pattern. Through 

quantitative comparison with traditional X-ray sources (such as the RU-1500), the 

study demonstrates that PXR intensity is approximately four orders of magnitude 

(104) higher. This superior performance significantly reduces acquisition time, 

suggesting substantial potential for applications in crystal structure analysis and 

structural dynamics of materials.  

Keywords: Parametric X-ray Radiation (PXR), thin crystal, kinematic diffraction 

theory, angular distribution, virtual photon, Bragg diffraction. 

 

 


