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TÓM TẮT  

Trong bài báo này, chúng tôi đề xuất hai thuật toán tổ hợp hiệu quả tìm tất cả khóa 

tối thiểu và phản khóa của toán tử bao đóng bằng cách sử dụng mô hình siêu đồ 

thị. Độ phức tạp của các thuật toán tổ hợp này cũng được phân tích và chứng 

minh.   

Từ khóa:  Toán tử bao đóng, khóa tối thiểu, phản khóa, siêu đồ thị. 

 

1. MỞ ĐẦU 

Khóa tối thiểu và phản khóa là các đối tượng quan trọng có nhiều ứng dụng 

của toán tử bao đóng.  Bài toán xác định tất cả khóa tối thiểu, phản khóa của toán tử 

bao đóng được biết có độ phức tạp thời gian hàm số mũ. Do đó, đây là các bài toán cực 

khó của toán tử bao đóng [13-15].  

 Trong [15] chúng tôi đã dùng mô hình siêu đồ thị để tiếp cận các vấn đề tổ hợp 

của toán tử bao đóng. Siêu đồ thị là một lý thuyết toán học chuyên giải quyết các vấn 

đề tổ hợp một cách hiệu quả [7, 8]. Đặc biệt trong khoảng mấy chục năm trở lại đây, 

công cụ này được các nhà nghiên cứu sử dụng nhiều trong các lĩnh vực có liên quan 

đến khoa học máy tính, chẳng hạn như cơ sở dữ liệu, các hệ suy diễn, khai phá dữ liệu, 

lý thuyết quyết định, … [2, 4, 5, 10-13].   

 Trong [15] chúng tôi sử dụng mô hình siêu đồ thị để đưa bài toán tính tất cả 

khóa tối thiểu của toán tử bao đóng về bài toán sinh ra siêu đồ thị transversal của một 

họ. Sau đó thiết lập mối tương quan giữa các khóa tối thiểu và phản khóa của toán tử 

bao đóng bằng siêu đồ thị. Trên cơ sở các kết quả trên, trong bài báo này chúng tôi tiếp 

tục tiến hành nghiên cứu các thuật toán tổ hợp hiệu quả tìm tất cả khóa tối thiểu và 

phản khóa của toán tử bao đóng bằng công cụ siêu đồ thị. Cụ thể chúng tôi đề xuất hai 

thuật toán tổ hợp tìm tất cả khóa tối thiểu và phản khóa của toán tử bao đóng. Các 
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thuật toán này được chứng minh có độ phức tạp thời gian là hàm số mũ, nhưng cách 

tiếp cận và tính toán theo kiểu tổ hợp của lý thuyết siêu đồ thị rất dễ thực hiện.  

Với mục đích như vậy, cấu trúc bài báo chia làm 4 phần. Sau phần mở đầu, 

phần thứ 2 trình bày toán tử bao đóng, siêu đồ thị và các kết quả cơ sở liên quan đến 

phần 3. Phần thứ 3 giới thiệu hai thuật toán tổ hợp tìm tất cả khóa tối thiểu và phản 

khóa của toán tử bao đóng theo tiếp cận siêu đồ thị. Phân tích độ phức tạp cũng như 

giới thiệu một số ví dụ minh họa cho các thuật toán này cũng được đề cập trong phần 

này. Phần cuối cùng của bài báo là kết luận. 

 

2. CÁC KHÁI NIỆM CƠ SỞ 

Xét U  là một tập hữu hạn khác rỗng bất kỳ. Ký hiệu 2U  là tập lũy thừa của U . 

Ánh xạ : 2 2→U Uf  thỏa các điều kiện sau: 

(i)  ( )X f X  

(ii)   ( ) ( )X Y f X f Y  

(iii) =( ( )) ( )f f X f X  

với mọi , 2 UX Y , được gọi là một toán tử bao đóng (TTBĐ) trên U . Ký hiệu ( )Cl U  là tập 

tất cả các TTBĐ trên U .  

Tập X U  được gọi là đóng của  ( )f Cl U  nếu =( )f X X . Tập tất cả các tập đóng 

của f  ký hiệu là ( )Closed f . 

Họ 2 U  được gọi là nửa dàn giao trên U  nếu các điều kiện sau là đúng: 

(i) U  

(ii) ,2    U . 

Rõ ràng ( )Closed f  là một nửa dàn giao. Có thể thấy [5] nếu  là một nửa dàn 

giao thì ánh xạ f  xác định bởi  

 ( ) :=  f X Y X Y  

là một TTBĐ. Ngược lại, nếu  ( )f Cl U  thì tồn tại duy nhất một nửa dàn giao  trên U  

sao cho =f f , với 

 : ( )=  =X U f X X . 
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 Xét TTBĐ  ( )f Cl U . Một tập con K U  được gọi là khóa của f  nếu =( )f K U . 

Trường hợp nếu với mọi a K  ta có − ( )f K a U 1 thì K  được gọi là khóa tối thiểu của f . 

Ký hiệu ( )Key f  là tập tất cả khóa tối thiểu của f . 

 Tập con 1− K U  được gọi là phản khóa của f  nếu 1−K  thỏa các điều kiện sau: 

(i) 1( )− f K U  

(ii) 1 1, ( )− −  −  =a U K f K a U . 

   Ký hiệu ( )Antikey f  là tập tất cả phản khóa của f . Rõ ràng các phản khóa chính 

là các tập lớn nhất không phải khóa. Mối quan hệ giữa các khóa tối thiểu và phản khóa 

trên TTBĐ được xác định là [13]:  

( ) ( )= −Key f U Antikey f . 

 Biểu diễn này cho thấy sự quan trọng của các phản khóa. Chúng ta có thể xác 

định các khóa tối thiểu qua các phản khóa. Sau đây là hai bài toán quan trọng của 

TTBĐ. Các bài toán này đều cực khó, có độ phức tạp hàm mũ. 

Bài toán 2.1. Cho trước một TTBĐ  ( )f Cl U . Tìm tập ( )Key f . 

Bài toán 2.2. Cho trước một TTBĐ  ( )f Cl U . Tìm tập ( )Antikey f . 

 Một siêu đồ thị  là một cặp ( , )V  trong đó V  là một tập hữu hạn các phần tử 

và  1
, ,

m
E E=  là một họ các tập con của V . Người ta gọi các phần tử của V  là các 

đỉnh và các phần tử của  là các siêu cạnh hay cạnh. Lưu ý rằng một số tác giả, chẳng 

hạn [1], yêu cầu tập các cạnh cũng như mỗi cạnh phải khác rỗng, và hợp tất cả các cạnh 

phải bằng tập đỉnh. Trong bài báo này chúng ta không yêu cầu như vậy. Như vậy, một 

đồ thị vô hướng chính là một siêu đồ thị với các cạnh có đúng hai phần tử.  

Nếu không sợ nhầm lẫn, để thuận lợi cho việc ghi chúng ta sẽ mô tả một siêu 

đồ thị bằng tập cạnh của nó và ngược lại. Do đó, chúng ta sẽ viết  E  thay cho E , 

min( )  thay cho ( ,min( ))V , vân vân. 

Ký hiệu ( )HG V  là tập tất cả siêu đồ thị trên V .  

Một siêu đồ thị  được gọi là đơn nếu  

, ,    =
i j i j i j

E E E E E E . 

Tập tất cả siêu đồ thị đơn trên V  ký hiệu ( )SH V .   

 

1 Ký hiệu , ,− − X a X Y X a  tương ứng lần lượt thay cho    \ , \ , X a X Y X a  với mọi 

 , ;X Y U a U . 



 

 

 

Một số thuật toán tổ hợp về toán tử bao đóng theo tiếp cận siêu đồ thị 
 

102 

 Một tập T V  được gọi là một transversal của ( )HG V  nếu với mọi E ta 

có  T E . Ký hiệu ( )Trs  là tập tất cả các transversal của . Một transversal 

 ( )T Trs  được gọi là tối thiểu nếu không tồn tại một tập con thật sự 'T  của T  sao cho 

 )' (TrsT . Tập tất cả các transversal tối thiểu của  còn được gọi siêu đồ thị transversal 

của , và ký hiệu là ( )Tr . Như vậy, có thể thấy ( ) ( )Tr SH V .  

 Siêu đồ thị transversal có các tính chất quan trọng sau đây. 

Mệnh đề 2.1. [1] Với mọi 
1 2
, ( )SH V ,  ta có 

(1) =  =
1 2 2 1

( ) ( )Tr Tr . 

(2) =  =
1 2 1 2

( ) ( )Tr Tr . 

(3) =
1 1

( ( ))Tr Tr . 

Chú ý rằng với mọi 1 2
, ( )SH V , nếu  1 2

( )Tr  và 2 1
( )Tr  không kéo 

theo được 
1 2

( )Tr= . Siêu đồ thị transversal có rất nhiều ứng dụng trong nhiều lĩnh 

vực của khoa học máy tính. Tìm một transversal tối thiểu là rất dễ, chỉ thực hiện trong 

thời gian đa thức. Tìm tất cả các transversal tối thiểu thì có khó hơn, bài toán này được 

chứng minh có độ phức tạp là hàm mũ.  

Tuy vậy, một thuật toán tổ hợp tìm siêu đồ thị transversal rất hiệu quả được đề 

xuất trong [7]. Độ phức tạp của thuật toán này là hàm mũ, nhưng trong nhiều trường 

hợp chỉ là đa thức. 

Thuật toán 2.1. [7] (Tìm siêu đồ thị transversal)  

Đầu vào:  1 2
, , , ( )

m
E E E HG V=   với  1

, ,
n

V a a= . 

Đầu ra: ( )Tr . 

Phương pháp: 

Bước 1. Đặt   = 
1 1

:a a E . 

Bước k + 1 ( k m ). Giả sử  

                                                                       = 
1
, ,

kk k t
B B  

với 
+

 =
1i k

B E , = 1, ,
k

i t  và  +
=   

1
:

k k k
A A E . 

Với mỗi i =( 1, , )
k

i t  sinh ra tập  1
:

i k
B a a E

+
  , và ký hiệu là 

1
, ,

i

i i

r
A A . Đặt 

                           +
=        

1
: ,1 ,1i i

k k l k l k i
A A A A i t l r  

Bước m+1. Đặt =( )
m

Tr . 
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Thuật toán 2.1 có độ phức tạp thời gian là hàm mũ theo n. Tuy nhiên, trong 

nhiều trường hợp độ phức tạp thời gian chỉ là 2 2( | ( )| )n m Tr . Do đó, khi m nhỏ thì 

thuật toán rất hiệu quả.  

Trong các vấn đề tổ hợp của nhiều lĩnh vực trong khoa học máy tính có thể tiếp 

cận được bằng siêu đồ thị, thì thuật toán này thường được sử dụng với tính hiệu quả 

rất cao. 

 

3. KẾT QUẢ 

Khóa tối thiểu là khái niệm quan trọng và có nhiều ứng dụng của TTBĐ. Bài 

toán 2.1 xác định tập ( )Key f  với TTBĐ ( )f Cl U  cho trước là bài toán khó, có độ phức 

tạp thời gian hàm mũ theo số phần tử của U (chẳng hạn, xem [13-15]). Tìm tập ( )Key f  

bằng cách dựa vào định nghĩa rõ ràng không hiệu quả. Sinh ra tập ( )Key f  từ các đối 

tượng cho trước khác, chẳng hạn như ( )Antikey f  cũng rất phức tạp và không thật sự 

hiệu quả (chẳng hạn, xem [13]). Bắt đầu từ TTBĐ cho trước ( )f Cl U , xác định ngay 

( )Key f cho đến nay chưa có thuật toán hiệu quả nào, ngoại trừ trong các thể hiện của 

TTBĐ trên các đối tượng cụ thể chẳng hạn như quan hệ, lược đồ quan hệ trong lý 

thuyết cơ sở dữ liệu quan hệ.  

Bằng nhận xét ( ) ( )Key f SH U , tức là ( )Key f  là một siêu đồ thị đơn. Chúng tôi 

đã tiếp đã cận vấn đề này bằng mô hình siêu đồ thị. Chúng tôi dùng siêu đồ thị biểu 

diễn được tập ( )Key f  [15]. Khi đó, có thể vận dụng Thuật toán 2.1 rất hiệu quả để sinh 

ra tất cả khóa tối thiểu của TTBĐ.  

Cụ thể, chúng ta xét họ 

 = ( ) ( ) :C f C X X U , 

với = −( ) ( )C X U f X .  

Họ ( )C f  này có tính chất sau. 

Mệnh đề 3.1. [15] 

(1) ( )C f . 

(2) X  là một khóa của f  nếu và chỉ nếu = ( )C X .   

Từ họ ( )C f , chúng ta xây dựng: 

 ( ) ( ) : ,( ( ) )=      Min f Y C f Y Z C f Y Z . 

Có thể thấy ngay ( ) ( )Min f SH U , và số phần tử của ( )Min f  khá nhỏ. Trong [15] 

chúng tôi đã biểu diễn được tập ( )Key f  qua siêu đồ thị transversal của họ ( )Min f  như 

sau: 
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Định lý 3.2. Với mọi  ( )f Cl U , ta có  

( ) ( ( ))=Key f Tr Min f . 

Điều này có nghĩa chúng ta có thể dùng mô hình siêu đồ thị để tiếp cận các 

khóa tối thiểu của TTBĐ. Cụ thể, dựa vào Định lý 3.2, chúng tôi đề xuất một thuật toán 

tổ hợp hiệu quả tìm tất cả các khóa tối thiểu của một TTBĐ. Sau đó, chúng tôi phân 

tích độ phức tạp thời gian của thuật toán cũng như cho ví dụ minh họa. 

Thuật toán 3.1. TRKEY (Tìm các khóa tối thiểu)  

Đầu vào:  ( )f Cl U  với  =
1 2
, , ,

n
U a a a . 

Đầu ra: ( )Key f .  

Phương pháp: 

Bước 1. Xây dựng họ: 

 = ( ) ( ) :C f C X X U  

với = −( ) ( )C X U f X . 

Bước 2. Từ họ ( )C f , tính họ: 

 ( ) ( ) : ,( ( ) ) .=      Min f Y C f Y Z C f Y Z  

Bước 3. Sử dụng Thuật toán 2.1, tính siêu đồ thị transversal ( ( ))Tr Max f . 

Bước 4. Đặt ( ) ( ( ))=Key f Tr Min f . 

 

Theo Định lý 3.2, rõ ràng Thuật toán TRKEY tính đúng tập ( )Key f . Biết rằng 

( )Min f  là rất nhỏ, nên Bước 3 tính siêu đồ thị transversal của ( )Min f  theo Thuật toán 

2.1 chỉ yêu cầu thời gian đa thức theo n, m và | ( )|Min f . Điều này suy ra độ phức tạp 

thời gian của Thuật toán TRKEY chính là Bước 1 và Bước 2, tức là hàm mũ theo n. 

Chúng ta biết các phản khóa có vai trò quan trọng trong các bài toán tổ hợp 

extremal của TTBĐ [3, 6]. Bài toán 2.2 xác định tập ( )Antikey f  cũng là bài toán cực khó 

trong TTBĐ, có độ phức tạp thời gian là hàm mũ theo số phần tử của U , và cách tính 

cũng rất phức tạp (chẳng hạn, xem [13]). Tương tự như khóa tối thiểu, chúng ta thấy 

( ) ( )Antikey f SH U , tức là ( )Antikey f  là một siêu đồ thị đơn trên U . Do đó, dẫn đến 

trong [15] chúng tôi thiết lập được mối quan hệ giữa các phản khóa và khóa tối thiểu 

qua siêu đồ thị như sau. 

Mệnh đề 3.3. Với mọi  ( )f Cl U , ta có  

(1) ( ) ( )=Antikey f Min f . 

(2) ( ) ( ( ))=Antikey f Tr Key f . 
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 Dựa vào kết quả này, chúng tôi đề xuất thuật toán tổ hợp hiệu quả tìm các phản 

khóa của TTBĐ như sau. 

Thuật toán 3.2. TRANTIKEY (Tìm các phản khóa) 

Đầu vào:  ( )f Cl U  với  =
1 2
, , ,

n
U a a a . 

Đầu ra: ( )Antikey f .  

Phương pháp: 

Bước 1. Xây dựng họ: 

 = ( ) ( ) :C f C X X U  

với = −( ) ( )C X U f X . 

Bước 2. Từ họ ( )C f , tính họ: 

 ( ) ( ) : ,( ( ) ) .=      Min f Y C f Y Z C f Z Y  

Bước 3. Tính họ bù ( )Min f . 

Bước 4. Đặt ( ) ( )=Antikey f Min f . 

Theo Mệnh đề 3.3 (1), rõ ràng Thuật toán TRANTIKEY tính đúng tập 

( )Antikey f . Bởi vì họ ( )Min f  rất nhỏ, nên Bước 3 chỉ yêu cầu thời gian đa thức theo n . 

Do đó, có thể thấy độ phức tạp thời gian của Thuật toán TRANTIKEY là độ phức tạp 

thời gian của Bước 1 và Bước 2, tức là hàm mũ theo n .  

Trường hợp vận dụng Mệnh đề 3.3 (2) và Thuật toán TRKEY, chúng ta cũng có 

thể tính được tập ( )Antikey f  một cách hiệu quả. Độ phức tạp của cách này cũng hàm 

mũ theo n . 

Ví dụ 3.1. Xét ánh xạ : 2 2→U U

a
f  với a U  và  

 
= 


,
( )

, .a

U neu a X
f X

X nguoc lai  

Dễ kiểm chứng được  ( )
a

f Cl U . Khi đó 

 ( ) ( ) :
a a

C f U f X X U= −   

và do đó 

  ( )
a

Min f a= , 

 ( )
a

Min f U a= − , 
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  ( ( ))
a

Tr Min f a= . 

Như vậy   ( )
a

Key f a=  và  ( )
a

Antikey f U a= − . 

Ví dụ 3.2. Xét ánh xạ 2: 2 →U Uf , with 
1 2 3 4

{ , , , }=U a a a a , xác định bởi: 

X  ( )f X  X  ( )f X  X  ( )f X  X  ( )f X  

    4
{ }a  

1 2 4
{ , , }a a a  

2 3
{ , }a a  

2 3
{ , }a a  

1 2 4
{ , , }a a a  

1 2 4
{ , , }a a a  

1
{ }a  

1
{ }a  

1 2
{ , }a a  

1 2 4
{ , , }a a a  

2 4
{ , }a a  

1 2 4
{ , , }a a a  

1 3 4
{ , , }a a a  U 

2
{ }a  

2
{ }a  

1 3
{ , }a a  

1 3
{ , }a a  

3 4
{ , }a a  U 2 3 4

{ , , }a a a  U 

3
{ }a  

3
{ }a  

1 4
{ , }a a  

1 2 4
{ , , }a a a  

1 2 3
{ , , }a a a  U U U 

 Ta có: 

            2 3 4 1 3 4 1 2 4 3 2 4 1 4
( ) , , , , , , , , , , , , , ,= C f a a a a a a a a a a a a a a  

      3 1 4 2 4
( ) , , , ,=Min f a a a a a  

      1 3 2 3 1 2 4
( ) , , , , , ,=Min f a a a a a a a . 

 Suy ra 

    1 2 3 3 4
( ( )) , , , ,=Tr Min f a a a a a . 

 Do đó 

    1 2 3 3 4
( ) , , , ,=Key f a a a a a , 

      1 3 2 3 1 2 4
( ) , , , , , ,=Antikey f a a a a a a a . 

4. KẾT LUẬN 

Bằng cách sử dụng mô hình siêu đồ thị, bài báo đề xuất hai thuật toán tổ hợp 

tìm tất cả khóa tối thiểu và phản khóa của một TTBĐ cho trước. Các thuật toán đều có 

độ phức tạp hàm số mũ. Tuy nhiên, các thuật toán này thực hiện dựa vào tính toán các 

cấu trúc tổ hợp như họ ( )Min f  và ( )Min f  cùng với công cụ chuyên giải quyết các vấn 

đề tổ hợp là lý thuyết siêu đồ thị. Do đó, phương pháp này rõ ràng thú vị và hiệu quả. 

 Cách tiếp cận này cũng được chúng tôi đang triển khai ứng dụng để giải quyết 

những vấn đề liên quan đến bài toán rút gọn thuộc tính trong các hệ thống thông tin 

[9].   
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ABSTRACT 

In this paper, we present two efficient combinatorial algorithms that find all 
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